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1 Uvod

V mnoha ”fyzikalnich” ¢lancich byly v druhé poloviné 80 let uvedeny nekonecné
dimenzionalni dynamické systémy nazyvané miizkové dynamické systémy (Lattice
dynamical Systems - LDS) nékdy téZ propojend miizkova zobrazeni (Coupled Map
Lattices - CML). Mfizkové dynamické systémy byly Siroce studovany jako priklady
pro vicedimenzionalni chaos. Tyto ptiklady byly bohaté napocitany napt. v praci
[16]. Velké mnozstvi vypocetnich experimentu kontrastovalo s relativné malym po-
¢tem matematickych c¢lanku, které by obsahovaly matematicky pfesné zkouméani
tohoto fenoménu nachézejiciho se v LDS. Prvni matematicky ¢lanek o LDS je prav-
dépodobné [8]. Tento ¢lanek spolecné s ¢lanky [3] a [7] obsahuje vyborny tvod do
problematiky LDS.

Jednim z nejvyznamnéjsich problému v teorii LDS je problém stability stacio-
narniho feSeni. To vede k urceni spektra odpovidajiciho linearizovaného operatoru.
Tento problém je feSen v piipadé 1-dimenzionalni miizky v ¢lanku [2] a pro vicedi-
menzionalni mfizku v ¢lanku [4]. Zakladni metoda pouzitd v obou téchto pracich je
metoda aproximace linearizovaného operatoru konecné dimenzionalnimi operatory.

V této praci ukdzeme jiné metody pro urceni spektra linearizovaného opera-
toru. Tyto metody pracuji efektivné pro prostorové homogenni a pro prostorové
periodicka stacionarni feseni. Nas pristup je zaloZen na reprezentaci odpovidajiciho
linedrniho operéatoru jako kombinaci posunu (shifts) na miizce. V pfipadé jedno-
dimenzionalni mrizky jsme k urceni spektra linearniho operatoru vyuzili véty o
obrazu spektra na Banachovych prostorech, v pripadé vicedimenzionalnich mfizek
jsme vyuzili vlastnosti Gelfandovy transformace na vhodné Banachové algebre.

Pro pohodlné ¢teni vysledku nasi prace uvadime v druhé kapitole nékteré dulezité
pojmy, definice a véty, které budeme potiebovat. Ve treti kapitole je uvedena defi-
nice miizkovych dynamickych systému a jejich motivace. Ve ¢tvrté az sedmé kapitole
jsou nase hlavni vysledky z teorie mtizkovych dynamickych systémi spolu s aplika-
cemi na konkrétni priklady. Prace je rozdélena na vysledky v jednorozmérnych LDS
(¢tvrté a patd kapitola) a ve vicerozmérnych LDS (Sestd a sedmé kapitola). Prestoze
vysledky ve vicerozmérnych LDS se samoziejmé daji aplikovat na jednorozmérné,
uvadime jednorozmérné LDS oddélené, protoze pristup je trochu odlisny.

Vysledky této prace byly publikovany v ¢lancich [9, 22, 10]



2 Zakladni pojmy, definice a véty pouzité v praci

V této kapitole uvedeme nékteré pojmy, definice a véty z funkcionélni analyzy,
dynamickych systému a jinych oblasti matematiky, které budeme v praci pouzivat,
viz [19, 21, 1, 11, 15].

2.1 Spektralni teorie

Podrobnéji naleznete spektralni teorii nap¥. v [21, 19].
Necht X je normovany vektorovy prostor, nad t€lesem komplexnich ¢isel C
aT: X — X je linearni operator jehoz definiéni obor budeme znacit D(T) a

obor hodnot R(T).

Definice 2.1 Rezolventni mnozina operatoru 7' je mnozina
oT)={\ € C; R(T — M) = X a (T — X)™* existuje a je spojity}.
Spektrum operatoru 7' je mnozina
o(T)=C\ o(T).

Definice 2.2 Rozklad spektra.
Spojité spektrum Co(T)={N€C; R(T — M) =X a (T — \)! existuje,
ale neni spojity }
Rezidualni spektrum R, (T) = {\ € C; R(T — \) # X a (T — \I)~* existuje }
Bodové spektrum P,(T) = {\ € C; (T — A\I)™! neexistuje }.

V dalsim se omezime na operatory definované na uplnych vektorovych prostorech.
Necht X je Banachuv prostor (iplny vektorovy prostor) s normou ||.||x . Oznac¢me
L(X) Banachuv prostor vSech omezenych (spojitych) linedrnich zobrazeni na Ba-

nachové prostoru X , t.j.
L(X)={T:X — X, kde T je omezené linearni zobrazeni },
kde norma je definovana vztahem
|17 = sup{[| Tz x : lzflx <1}

Symbolem I budeme znacit identické zobrazeni X na X. Prvky prostoru L£(X)

budeme nazyvat operatory.



Definice 2.3 Spektrum operatoru 7' € £(X) je mnozina vSech A € C, pro které
plati, Ze operator T"— A I neni prosty nebo R(T' — A1) # X . Spektrum operatoru

T oznacime symbolem o (7).

Protoze prostor £(X) je Banachuv, je tato definice spektra v souladu s definici 2.1

Pro dikazy nékterych nasich vét budeme potfebovat nasledujici vétu.

Véta 2.1 Necht X je Banachuv prostor a T je linedrni operdtor definovany na X
a s oborem hodnot rovnym X . Je-li T spojity a T~ existuje, je i T~ spojity.

Komplexni ¢islo A se nazyva vlastni hodnota operdtoru T € L(X), existuje-li z € X,
pro které plati T'x = Az . Mnozina vSech vlastnich hodnot operatoru 7' je bodové
spektrum P, (7). Plati P,(T') C o(T).

Oznacéme U(T) mnozinu vSech funkci f : C — C, které jsou analytické na
néjakém okoli o(7") . Plati nasledujici véta (viz [11, Chapter 7, Theorem 11])

Véta 2.2 (Véta o obrazu spektra.) Necht T € L(X) a funkce f € U(T) potom

f(o(T)) = o(f(T)).

Nakonec si uvedeme pojem normovaného dualniho prostoru a dualniho operatoru
ke spojitému linearnimu operatoru.
Necht X je normovany vektorovy prostor s télesem skalara C. Toto téleso je Ba-

nachuv prostor, v némz je norma prvku A rovna absolutni hodnoté |A|.

Definice 2.4 Oznacme X’ mnozinu vSech spojitych linearnich funkcionalu na pro-

storu X. Definujeme-li v. X’ normu rovnosti

2] = IISII\11<)1 |'(z)|, proa’ € X',
T

je X’ Banachuv prostor, ktery se nazyva normovany dualni prostor k prostoru X.

Necht X je normavany vektorovy prostor, necht T' € L(X). Pro ¥’ € X’ je linedrni
funkcional 2/, definovany na X rovnosti 2’(z) = y/(T'z), zfejmé spojity, tedy ' € X'.

Budeme psat ' = T"y/.
Definice 2.5 Linearni operator 77 : X’ — X’ definovany vztahem
=Ty <& 2(x)=y(Tx), proz,y eX

se nazyva dualni operator k operatoru 7'



2.2 Banachovy algebry

V nasledujicim odstavci uvedeme nékteré pojmy z teorie Banachovych algeber. Po-

drobnéjsi teorie je uvedena napt. v [1, 19].

Definice 2.6 Algebrou A nad télesem komplexnich ¢isel C rozumime vektorovy
prostor, kde je navic definované nasobeni prvku algebry A, které je asociativni,

distributivni vzhledem k sc¢itani a spliuje rovnost
AMab) =a(Ab)=(Na)b pro AeC, a,beA.
Jednotka algebry je takovy prvek e, pro ktery plati ae = ea pro kazdé a € A.

Definice 2.7 Banachova algebra A je algebra opatifend normou, ve které je A

Banachuv prostor (Gplny vektorovy prostor) a plati nésledujici podminka
la ol < flal| f[o]]

Nadale budeme ptredpokladat, ze A je Banachova algebra s jednotkou e, pro niz
lefl = 1.

Definice 2.8 Rekneme, 7e prvek a € A je invertibilni, existuje-li z € A, takové, ze

ar =ra—=ce¢.

Definice 2.9 Pro a € A definujeme rezolventu g4(a) jako mnoZinu vSech \ € C,
pro néz prvek A e —a je invertibilni. Spektrum o 4(a) prvku a je mnozina C\ g4(a) .

Spektralni polomér je ¢islo
ra(a) =sup{|A\| A € o(a)}.

Bude-li zfejmé o jakou Banachovu algebru se jedna, budeme misto g4(a), o4(a)
resp. r4(a) psat o(a), o(a) resp. r(a).

Vektorovy prostor £(X) s operaci skladani operatort je Banachova algebra vSech
linearnich operatoru na Banachové prostoru X . Plati néasledujici véta, kterou bu-

deme vyuzivat.

Véta 2.3 Necht X je Banachiv prostor a a € L(X). Pak

reeo(a) = lim {fflan]].

Jinym prikladem Banachovy algebry, ktery budeme potiebovat, je prostor vsech
spojitych funkeci na kompaktni mnoziné. Tuto Banachovu algebru ozna¢ime C'(K),

kde K je zminéna kompaktni mnozina.



2.3 Gelfandova transformace

V tomto oddile budeme predpokladat, ze A je Banachova algebra s jednotkou e,

pri¢emz plati |le|| = 1.

Definice 2.10 Charakterem y na algebie A rozumime kazdy nenulovy multiplika-

tivni linedrni funkciondl (x(ab) = x(a) x(b) pro vSechny a, b € A) z A do C.

Mnozinu v8ech charakteru ozna¢me Q(A). Plati, Ze kazdy charakter x je spojity

linearni funkcional, pro ktery plati ||x|| =1

Definice 2.11 Zobrazeni ® : A — C(Q(A)), které kazdému a € A pfifadi spojitou
funkci a € C(Q(A)) (@ = ®(a)) predpisem

se nazyva Gelfandovou transformaci. Spojitému funkcionalu a se pak také rika Gel-

fandova transformace prvku a.
Plati nasledujici dulezita véta.

Véta 2.4 (Viastnosti Gelfandovy transformace) Necht ® je Gelfandova transfor-
mace Banachovy algebry A. Potom

(a) @ je homomorfizmus A na jistou podalgebru prostoru C(Q(A)),
(b) oc(ay (@) Coala) proac Aada=(a),

(c) Je-li navic A komutativni algebra plati:

oo (@) =oala) a  1a(a) = |lallc@u)) -
Lemma 2.1 Plati x(a) € o4(a) pro vSechny charaktery x € Q(A), odtud plyne

x(a) < raa) < laf|.

2.4 Stabilita pevného bodu zobrazeni v Banachovych pro-

storech
V nasledujicim odstavci predpokladejme, Ze X je komplexni Banachuv prostor.

Definice 2.12 Bod = nazveme pevnym bodem zobrazeni F' : X — X | jestlize
F(zr)==x.



Symbolem F" ozna¢me FoFoFo---oF (n—krat slozené zobrazeni F') pron > 0
aFloFloFto...0oF! (jestlize F~! existuje) pron < 0.

Definice 2.13 Pevny bod = zobrazeni F' : X — X je Ljapunovsky stabilni, prave
tehdy, kdyz pro kazdé okoli U bodu x existuje néjaké okoli V' C U bodu z takové,
ze

F*"(V)CcU pro v8echnan >0.
Oznac¢me V' (z) (resp. U(x)) okoli V' bodu z (resp. okoli U bodu z).

Definice 2.14 Pevny bod x zobrazeni F': X — X je asymptoticky stabilni, prave
kdyz je Ljapunovsky stabilni a

AV (z) C X takové, ze Vy € V(z), F"(y) =z, n — o0.

Definice 2.15 Pevny bod x zobrazeni F' : X — X je exponencialné stabilni, pravé

kdyz je Ljapunovsky stabilni a
AV(x) C X, y>0ake(0,1) takové, ze Vy € V(x), Vn € N, ||[F"(y)—z| < ~vk".

Definice 2.16 Pevny bod x zobrazeni F' : X — X se nazyva Ljapunovsky nesta-

bilni, pravé kdyz neni Ljapunovsky stabilni. To znamena, ze 3¢ > 0 takové, ze
Vo>0,3dy; |ly—=z| <6 a Ing >0 takové, ze Vn > ng ||F"(y) — x| > €.

Definice 2.17 Necht F' je zobrazeni z X do X. Necht L : X — X je spojité
linedrni zobrazeni. Rekneme, Ze L je Fréchetova derivace zobrazeni F v bodé a,

jestlize

lim |F(a+ h) — F(a) — Lh|| _
h—0 Al

Fréchetovu derivaci zobrazeni F' v bodé a budeme znacit symbolem dF'(a) .

0.

Pro korektnost definice je tfeba védét, ze Fréchetova derivace zobrazeni F' v bodé
a existuje nejvyse jedna. Existuje-li dF'(a) (resp. dF'(x) pro kazdé x z oteviené

mnoziny G C X), fikdme, ze F je diferencovatelna v a (resp. v G).
Definice 2.18 Rekneme, Ze spojité zobrazeni L : X — X je Gateauxova derivace
obrazeni F' v bodé a € X, jestlize pro kazdy vektor v € X plati

valir%F(a—i_t?_F(a),

(konvergenci uvazujeme v normé prostoru X ). Plati tedy, ze Lv = D,F(a), kde

D,F(a) je derivace ve sméru v.



Gateauxovu derivaci budeme znacit symbolem dgF(a) .

Néasledujici véta nam fekne néco o stabilité pevného bodu zobrazeni F'.

Véta 2.5 Necht zobrazeni F' : X — X je diferencovatelné v x a splniuje rovnost
F(z) =z a necht dF (z) = L € L(X) je Fréchetova derivace v bodé x . Jestlize
spektrdlni polomér operdtoru L je mensi nez 1 (r(L) <1 ), potom pevny bod x je

exponencidlné stabilni.

vvvvvv

Véta 2.6 Necht F : X — X je tridy C* na okoli bodu 0 € X , splriujici rovnost
F(0) =0. Necht L = dF(0) a spektrum o = o(L) je tvaru o = o1 U 09, kde

sup |[A| < inf |A| @ inf |A] > 1.
AE A
o1 02 €o2

Potom existuje dvojkuzel K C X a koule B, se stredem v 0 takove, Ze

Ve € B,N(K\{0})3IneN; [[F*(z)]| > 7.

2.5 Diskrétni dynamické systémy na Banachovych prosto-

rech

Definice 2.19 Necht je dano zobrazeni ® : X x 7 — X, kde X je Banachuv
prostor. Ozna¢me ®,, : X — X, x — ®(z,n). Necht pro kazdé n € Z je @, t¥idy
C" . Potom se zobrazeni ® nazyva diskrétni C"-dynamicky systém na X, jestlize

plati
1. &y = Id-identické zobrazeni na X

2. Pro kazdé n € Z je zobrazeni ®, : X — X (C"-difeomorfizmus (homeomorfi-

zmus je-li r = 0)
3. ,0d, =&, pro vSechny n, s € Z

Diskrétni dynamicky systém budeme znacit (®,,, X),cz, a prostor X budeme na-

zyvat fazovy prostor.

Jestlize @, je tiidy C" (ne nutné difeomorfizmus), pak zobrazeni ® : X x Z+ — X
se nazyva diskrétni dynamicky systém (®,,, X),cz+ . Ptikladem diskrétniho dyna-
mického systému je & : X x Zt — X ®(z,n) = F"(z),kde F : X — X a

10



F"=FoFo--.0F (nkrit). Rikime potom, Ze (F™, X)z+ je diskrétni dynamicky
systém generovany zobrazenim F'. Nékdy se takovémuto diskrétnimu dynamickému
systému 1ika semidynamicky diskrétni systém a pojem dynamicky diskrétni systém

se pouzije v piipadé nahradime-li mnozinu Z* mnozinou Z.

11



3 Mrizkové dynamické systémy (LDS)

3.1 Motivace

Mrizkové dynamické systémy jsou modelem pro Sirokou tiidu casové-prostorovych
tid fyzikalnich a chemickych problému. Jednim zdrojem LDS jsou diskretizované
parcialni diferencialni rovnice. Predpokladejme napiiklad parabolickou rovnici pro

redlnou funkci dvou redlnych proménnych v(z,t)

Vi = Ve + Q(Ua Um) ) (1)

kde t > 0, x € R (v tomto piipadé neméame pevné okrajové podminky). Dis-
kretizujme rovnici (1) v prostoru (to je v proménné x) s krokem h, v case (to je
v proménné t) s krokem 7. Oznacme u;(n) odpovidajici aproximovanou hodnotu
v(jh,nt) pron >0, j € Z. Vezmeme-li standardni aproximaci

us(n+1) = uy(n)

Ut(jha 717') ~ . )

wis1(n) = uy(n)
h

v (jh,nT) &~

uj1(n) — 2u;i(n) +uj—1(n)
h2

Vg (Jh, nT) &
dostaneme vztah

uj(n+1) —uj(n)  wjpa(n) = 2u;(n) +uj1(n)

) _ A uj1(n) — Uj(”)) (@

h

+g(uj (n)7

Upravime-li vhodné rovnici (2) dostdvame nasledujici LDS:

2T

5 (n4-1) = 35 (g a () () +(= 3 g ()79 (s (),

uj+1(n)h— uj(n)) (3)

Podobné motivace najdeme v knihéch [20, 6]. LDS maji mnoho aplikaci naptiklad
i v chemickych reakénich teoriich (viz [12, 17, 18]).

3.2 Definice LDS

Necht Z™ je mnozina vSech uspoiradanych m-tic celych ¢isel, majici roli m-rozmérné

mifzky a R? je standardni d-dimenzionélni redlny prostor. Uvazujme mnozinu
RO\ — a1 a1 — d
B(d) = {u; u={uj}iczm, u; € R},

12



uz miizeme interpretovat jako vektory z R?, které charakterizuji stav m-dimenzional-

niho diskrétniho média. Symbolem (u); budeme znacit us , t.j.
L = m
(u);=wu;, projezm.
Na mnoziné |]~3(d) uvazujme normu:

lull = flulloo = sup Jug,
jezm

kde |u;| je Euklidovskd norma na R?. Ozna¢me
B(d) = {u € B(d); [lul| < oo}
Lemma 3.1 Linedrni prostor B(d) je uplny.

Dukaz:

Necht posloupnost {u"},en C B(d) je cauchyovskd, potom posloupnost {u;l}neN je
také cauchyovskd v R? pro kazdé j € Z™ . Prostor R? je tiplny, existuje tedy limita
posloupnosti {U?}new v RY. Ozna¢me uz tuto limitu. Nyni definujeme prvek u =
{Uj}jezm- Staci dokéazat, Ze takto definovany prvek je z B(d). Protoze posloupnost

{u"},en je cauchyovska a ||u™|| < M,, plati pro vSechna n > n,
[ < flu” —w™| + [[u™] < eo+ M,
a posloupnost {u"},cy je tedy omezena, t.j.
dM € R; ||u™|| <M  pro viechna n € N.

Plati
uf| < [lu"[| <M  pro viechna n € N ajeZ™,

protoze u? — U7 Pro n — 00 plati
lusl <M pro viechna jezm

a tak dostavame

sup |uz| < M.
jezm

Vektor u je tedy z B(d), a prostor B(d) je proto tplny. u
B(d) je tedy Banachuv prostor, ktery hraje roli fdizového prostoru. V piipadé d = 1
budeme psat B misto B(1).

13



Uvazujme zobrazeni F : B(d) — B(d) urcené vztahem

(Fu); = f({u;}"), (4)

kde {us}* = {ug, |k—j| < s}, [k—j| = max{|ks —jil..... kwm — jml}) . pro
k= ki, km)y 7= (1, jm), s> 1 je prirozené &slo a f : RIGsTD™ _ R
je diferencovatelné zobrazeni t¥idy C'. Pro néazornost si zobrazeni f ukdZeme na
obrazku.

a) Jednorozmérna miizka

ui(n+1
01 .
P
. . n
O Y ERTH (Y BRI €
b) Dvojrozmérnd mfizka
n n+1
Uims s (m)  uilies(n) wibsjis(n) \
/

Ui—s,5(n) uili(n)  uits,j(n) / u; i (n+1)
Uimag fo(n)  Ushs(n) uiheg—s(n)

Abychom mohli definovat pomoci zobrazeni F diskrétni dynamicky system vzta-
hem
u(n+1) = F(u(n)),

musi platit podminka

F(B(d)) C B(d). (5)

Lemma 3.2 Jestlize zobrazeni f : RUZHD™ — R? je diferencovatelné zobrazeni

tridy C' a plati ‘%‘ < M, proi=1,...,d(2s+ 1)"™, potom pro zobrazeni F

T

definované vztahem (4) plati vztah (5).

Dukaz:
Uvazujme nejprve d =1 am = 1. Necht u € B, staci dokazat, ze F(u) € B, tedy,
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ze || F(u)|| < co. Ozna¢me @ = (uj_s, ..., Ujt+s) @ U= (Vj_s, ..., Vj+s) . Pouzijeme-li
vétu o prirtstku funkce pro funkce vice proménnych na funkci f dostavame

—

> Fa -,

1=—S

(F(w)); — (F(v);| = [f(@) - f(@)] =

J

kde 6 = @ + (v —1) a0< 6 <1.Z predpokladi lemma plyne

> a0,

1=—S8

< (2s+ 1)M||u — v

a plati tedy
[(F(u)); — (F();| < (2s + )M |u —of. (6)

Vyuzijeme-li tento vztah, dostavame
[F ()]l < [[F(w)) = FO)| + [ F(O)]| = sup [(F(u)); — (F(0));] + [F(O)]

< (2s+ 1)M||ul| + ||F(O)| < oo

Pro m > 1 projde dukaz stejné, jen funkce f je funkei (2s + 1)™ proménnych, tedy
vztah (6) bude mit tvar

(F(w); = (F(v));

V ptipadé d > 1 dostavame (pouzijeme-li euklidovskou normu)

< (2s+1)"M|u —v].

2
<d(2s+1)"M|u — vH2 ,

= > |(F ) = (Flo));

(F(w); = (F());
kde (F (’u))? znadi i-tou slozku prvku (F(v)); € R?, a lemma plati také. n

Ptredpoklady Lemma 3.2 jsou pro platnost podminky (5) zbyteéné silné. V p¥ipadé
prostoru B(d) sta¢i podminka, aby zobrazeni f zobrazovalo omezenou mnozinu v
R4(Zs+D™ na omezenou mnozinu v R%.

Diskrétni dynamicky systém
(F", B(d))nez+ (7)

se nazyva miizkovy dynamicky systém (LDS-Lattice dynamical system) na fazovém
prostoru B(d), generovany funkei f. Nékdy budeme pouZivat pro oznaceni miizko-

vého dynamického systému také vztah
u(n+1) = F(u(n)). (8)

15



Nyni se muzeme vratit k motivaci LDS. Rovnice (3) definuje mfizkovy dynamicky
systém, kde d =1, m =1, s =1 a funkce f : R® — R je definovdna vztahem
T 27

Flanae2) = g5 (e —a0) + (1= F5)a + 7g o

T3 —ZEQ)

h

3.3 Fréchetova derivace

V tomto oddile si definujeme stacionarni feseni, prostorové homogenni stacionarni
feSeni a odvodime si tvar Fréchetovy derivace vycislené ve stacionarnim reseni miiz-

kového dynamického systému.
Definice 3.1 Pevny bod u* = {u;ﬁ};ezm zobrazeni F, t.j. bod, pro ktery plati
Fu* =u*

nazyvame stacionarnim fFesenim miizkového dynamického systému (F", B(d)),cz+-
Plati-li navic u]i‘ = u® pro vechny j € Z™ mluvime o prostorové homogennim

stacionarnim reSeni.

Je znamo, zZe stabilita stacionarniho feseni w* je urcena spektrem Fréchetovy deri-
vace zobrazeni F v bodé u* (viz véta 2.5). Pfedpokladejme, ze f € C1(RIZs+D™ Re),

Véta 3.1 Fréchetova derivace A = dF|y- : B(d) — B(d) je uréena vztahem

? of ({uz}
(Au);= S Alu, kde A :%. (9)
l

i—j|<s

IS

A% jsou ctvercové matice radu d.

Dukaz:

Staci dokazat, ze

lim |F(u”+h) = F(u) — Ah| _
h-0 il

Zde piedpokladdme, Ze norma ||.|| je norma v B(d). Normu v R? budeme znagcit | . |.

0. (10)

Pro nazornost ukazeme dikaz nejdiive pro d = 1. V tomto pripadé je
fREH™ LR

a Agj jsou redlné &sla. Protoze f € CH(RZHD™ R), pak pro kazdé j € Z™ existuje
gradient f’ ({u;ﬁ}s)

of ({us}s
Pty = { f(;ui})} |
! =j|<s
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Miuzeme tedy psat

« s <18 0f({uz}")
}f({uﬁ W) - fuey) - w0,
lim - hoalss =0,
{h:}°—{0}° [{hs}7
tedy Ve >0 4 5]* >0 V ||{h;}s|| < 5]*
* S *1S 8f({u;}5)
FRuz + 1) = f{us}) = X ——Iy
’ ’ E—jl<s i -
- €
{hs}|
Prepiseme-li tuto nerovnost pomoci zobrazeni F, dostavame
(F(u* + h)); — (F(u)); — (Ah);
. <e.
{h7}|
Zvolme 0 < ; < (5; pro vSechna j’e 7™ a b, = (251711)% Protoze plati vztah

(25 + 1)"[[R] > {Az}7T
potom pro k|| < &, mizeme psit [{h;}°| < (25 + 1)y = d; < &;. Protoze

(F(u* + h)); = (F(u)); — (Ah);
I

(F(u* + h)); — (F(u")); — (Ah);
[{h3}°] |

< (2s+1)™

(F(u + h); — (F(w)); — (Ah);
Al

< (25s+1)"e =e¢,.

Pro supremum dostaneme

(Flu + b))y = (Fu)); = (Ah)|

sup <
[Pl

jezm
AtedyVe,>0 36,>0 V[h|<d,

|F(u* + h) — F(u*) — Ah||
IR

<eé&,.

Plati tedy vztah (10).
Nyni provedeme dukaz pro d > 1. V tomto ptipadé je

f . [Rd(25+1)m N [Rd

)
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f=01,-fa)a Aij jsou étvercové matice fadu d. Protoze f € C1(RIZs+1)™ RY),
pak pro kazdé i = 1,...,d a kazdé j € Z™ existuje gradient fl’({u;ﬁ}s)

0 i us}s
ﬂ«@m={4g%§l}
! i=7|<s

a
* S *1S 8f1({u]i}s)
fz‘({U;‘i‘h} )—fz‘({uj} ) — 42 Bu hy;
lim ; |k—jl<s _0,
{hs}° = {0}* [{h:}°]
tedy Ve >0 4 (5; >0 V ‘{h;}s‘ < (5; ((5; = z:nll,ln,d (5]3)
s e o(uz))
fi({uj"‘h} )—fz‘({u;} ) —|4Z| Du hi;
k—7|<s
<e€

{53

Nyni mizeme psat, ze Ve >0 3d;>0 VI[{h;}°| <05

Pw¢+m3—ﬂM$%—ﬁz oy

k—j]<s
[{h:}]

Prepiseme-li tuto nerovnost pomoci zobrazeni F, dostavame

< de.

|(F(u + h)); — (F(u))
{31

Zvolme 0 < 4; < (55. pro viechna j € Z™ a 8, = (251711)”1

(Ah);

/ < de.

. Protoze plati vztah
(25 +1)"[hl| > {hs}7
potom pro k|| <, mizeme psit [{h;}°| < (25 + 1)™dy = d; < &;. Protoze

(F(u* + h)); = (F(u)); — (Ah);
Il

(F(u* + h)); = (F(u")); — (Ah);
[{h=}] ’

< (2s+1)™

(Flu + h); — (F(u)); — (Ah);

< (2s+1)"de = ¢,.

sup < e&,.
jezm id ’



Atedy Ve, >0 346,>0 V|h| <3,

|F(u + h) — F(u*) — Ah||
il

<eg,.

A opét plati vztah (10). n

Pro zobrazeni F : B — B je A; realné ¢islo, pro F : B(d) — B(d) (d > 1) je

A% ¢tvercova matice fadu d. V pripadé, ze u* = {“;:-}j‘ezm je prostorové homogenni
feSeni, ¢isla (matice) A% zévisi pouze na hodnotéch (I — j) a mohou byt rizné od
0 pouze pro |l — j| < s. Oznadime-li [ — j = k, je operétor A urcen (2s + 1)™ &isly

(maticemi) Ay, k| < s a ma tvar
(Au)j = > Agujyg (11)

Pro nézornost si muzeme ukézat, jak vypada operator A pro s = 1 am = 1.

Operator A muzeme v tomto pripadé reprezentovat t¥idiagonalni nekonecnou matici

0 A, A A O
0 A, A A O
0 A, A A O

Pro obecné s ma matice 2s + 1 diagonal.
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4 Stabilita prostorové homogennich reseni LDS s

jednorozmeérnou mrizkou

V této kapitole urcime stabilitu ne€kterych stacionarnich feseni LDS s jednorozmér-
nou miizkou, t.j. zobrazeni f ve vztahu (4) je zobrazeni z R¥?*Y do R? pro d > 1,
resp. z R®*1 do R pro d=1.

Necht stacionarni feseni u* LDS (F", B(d))nez+ je prostorové homogenni, t.j.

uj:uo VjelZ.

V tomto pfipadé je Fréchetova derivace zobrazeni F dané vztahem (11)pro jedno-

rozmérné indexy, tedy
(Au); = > Aptiji

Vime (viz véta 2.5), Ze prostorové homogenni stacionarni feSeni u* je stabilni,
jestlize spektrum o(A) lezi v jednotkovém otevieném kruhu Gaussovy roviny o
stfedu 0. V oddile 4.1 (véta 4.2 pro d = 1) a 4.3 (véta 4.6 pro d > 1) uréime

spektrum tohoto operatoru.

4.1 Jednodimenzionalni LDS na B

V tomto oddile predpokladame komplexni Banachuv prostor
B ={u={u;}jez ; u; €C, sup{lu;|;j € Z} < oo}

se supremovou normou a linearni spojity operator A : B — B dany vztahem
S
(Au); = > artjir (12)
k=—s

kde a_g, ..., as jsou dana realna cisla.

Poznamenejme, Ze prostorové homogenni stacionarni feseni je stabilni jestlize

protoze 7(A) < ||A]| = Xi__|ax|, jak uvidime v néasledujici vété a zaroven nam
tato véta dava pripad, kdy spektralni polomeér operatoru A se rovna pfimo normé

operatoru A.

Véta 4.1 Necht operdtor A : B — B je dan vztahem (12), kde a,, —s < k < s

jsou redlnd cisla splnugici jednu z ndsledujicich ctyr podminek
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(a) ar >0 pro —s<k<s,
(b) ap <0 pro —s<k<s,
(€) aesyor >0 pro0 <k <s aa_gpop1 <0pro0<k<s—1,
(d) a—s0k <0 pro0<k<s aa_gi9p41 >0pro0<k<s—1.

Potom pro spektralni polomeér plati

r(A) = XS: |lag| .

k=—s
Dukaz:
Skutecné
lAl = sup [A@)| = sup (sup [(A())])
lx]|=1 |lxc|=1 jez
= sup (sup | > azjsx] )= > |ax| .
=1 jez =2, e

A tedy r(A) < XS: |ag|. Na druhou stranu podminky a) - d) ve skutecnosti zna-
k=—s

menaji, ze a, maji stejné znaménko nebo stiidava znaménka. Zvolime-li vhodny

vlastni vektor ¢ = (..., 1,1,1,...) (resp. ® = (...,—1,—1,—1,...)) v pfipadé a)

(resp. b)) a vlastni vektor & = (..., —1,1,—1,...) v pfipadé c¢) a d), dostdvame

vlastni ¢islo [A\| = > |agl. u
k=—s

Celé spektrum operatoru A urcuje nasledujici véta.

Véta 4.2 Pro spektrum operdtoru A plati

o(A) = { ZS: are™?; o € 0,271} .

k=—s

Navie, celé spektrum o(A) je tvoreno vlastnimi hodnotami operdtoru A.
Nejdrive, dokdzeme Vétu 4.2 pro pripad operatoru S : B — B,
(Su); = vy,

t. j. ve vztahu (12) je nenulové pouze ¢islo a; = 1. Operator S budeme nazyvat

levy posun.
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Lemma 4.1 Spektrum operdatoru S je ddano vztahem
a(8) = {e¥;p € [0,2]} .

Dukaz:
a) PoloZime-li A = e pro ¢ € [0,27] au, = €™, n € Z ,Potom A au = {u,}nez
splnuje rovnici

Upt1 — Aup, =0 for ne Z.

A tedy A je vlastni hodnota operatoru S.
b) Necht A # €' pro vsechna ¢ € [0, 27]. UkdZeme,%e operator (S—\Z) je prosty
ana. A tedy A € 0(S). Pro y € B sestrojime x € B takovy,ze y = (S — \T)x, t.j.

Yn = Tpny1 — ATy, NEL. (13)
Rozlisime tii pripady.

i. A=0.
Potom skutecné ,,11 = y,, n € Z, spliiuje (13).

. 0 < [N\ <L

Pro n € Z polozme z, = Y. My,_;_1. Potom
=0

Tn+1 — Al‘n = Z )‘jyn—j - Z )‘j+1yn—j—1
=0

j=0
= Un+t Z )‘jyn—j - Z /\j+1yn—j—1 =Yn -
j=1 j=0
iii. [A| > 1.
) 1 Jj+1
Pro n € 7 polozme x,, = — 'Zo (X) Yn+;- Potom
]:
1\ JtL 0 1\ JtL
Tpyr = ATy = = Z (X) Ynjr1 T Z (x) Yntj =
=0 j=
0o 1 Jj+1 0 1 J
= -> (X) Ynije1+ Y (X) Yntj t Yn = Yn -
7=0 J=1

PouZijeme-li vétu o obrazu spektra, je dikaz jednoduchy. Protoze A = 0 neni ve

spektru operatoru S a spektrum je uzaviend mnozina, existuje okoli bodu 0, které
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celé nelezi v 0(S). Funkee £ je tedy analyticka na okoli 0(S). Je-li A € o(S) potom
$ € 0(S71). Protoze ||S|| = ||S7!|| = 1 plati pro A € o(S)

1
A <1 - <1.
A<t alsl<

Plati tedy |A\| = 1, a to nastane pouze tehdy, kdyz A = €' pro néjaké ¢ € (0, 27).

Dukaz véty 4.2:
Je hned vidét, ze

A= 2: aMSk,

k=—s

kde 87! je inverzni operator k S. ProtoZe funkce g(z) = Y. axz* je analytickd na
k

mnoziné {z € C ; z # 0}, Véta 4.2 plyne piimo z Véty 2.2 (véta o obrazu spektra).
n

Nyni muzeme vyslovit vétu o stabilité prostorové homogenniho stacionarniho feseni

LDS (F", B)pez+-

Vé&ta 4.3 Necht' A Fréchetova derivace zobrazeni F v bodé u* = {u'};cz, tedy

s Of ({ul}s
(Au)j = Z AQpUjyg, Ak = 7f({ 1) prok=—s,...,s.
k——s 8uk
Potom prostorové homogenni staciondrni fesSeni w* LDS (F", B),cz+ je exponen-
cialné stabilni jestlize
<1 pro ¢ €0, 2n].

S
Z aet?

k=—s

Dikaz plyne ihned z véty 4.2 a 2.5.

Pouziti véty 4.2 si ukdZzeme na nasledujicim ptikladu.
Priklad 1 Necht operator A : B — B je dan vztahem
(Au); = ujp1 + ujia , (14)
t.j. A =S + S2. Potom pro spektrum operatoru A plati
o(A) = {e + e p € [0,2n]} . (15)
Spektrum je ukazano na obrazku 1.
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Obrazek 1:
4.2 Maticové operatory

Diive nez vyslovime vétu o stabilité prostorové homogennich feseni pro LDS na
B(d) uvedeme nékteré vlastnosti maticovych operatoru.
V tomto odstavci uvazujme komplexni Banachtv prostor X a linearni spojity

operator 7 : X — X. Zvolme pevné n € N. Potom
X"={x=(v1,...,7,) ; 3, €X,i=1,...,n}

je opét Banachuv prostor s normou

Izl = llwall2 + -+ el -

Pro komplexni matici A = (a;;) fadu n, ozna¢me A7 linearni spojity operator na

X"™ definovany vztahem

I T(I'l) auT(xl) + ... + alnT(l‘n)
AT | =A : = : :
Ty, T (xy) amT (z1) + .. + a7 (zy)
xy
pro : € X" . Tudiz, AT je maticovy operator
Tn
CLHT, e ,CLlnT
AT = : :
amT, ... Jap,T

Poznamka : Pro maticovy operdtor M : X" — X", M = {A;;}i=1,.n , kde A;;
Jj=1,...n
vzajemné komutuji, definujeme determinant maticového operatoru det(M) analo-

gicky jako pro ¢iselné matice, kde nasobeni je nahrazeno skladanim operatoru.
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Nyni, mizeme formulovat vétu, kterou budeme potiebovat.

Véta 4.4 Necht T : X — X je vzdjemné jednoznacny linedrni spojity operdtor
(T~ existuje a je spojity, t.5. 0 ¢ o(T), viz Véta 2.1) a necht A; jsou komplexni

matice Tadu n, j = —s,...,s. Necht L : X" — X" je dan vztahem
L= AT . (16)
j=-—s

Potom

o(L)={NeC; det( ) o/A; —AE)=0 pro né&jaké a€o(T)}.
j=-s
( Zde E oznacuje jednotkovou matici radu n.)

Poznamka : Muzeme formulovat i obecnéjsi vétu 4.4, kde v definici operatoru £

ve vyrazu (16) uvazujeme i nekoneénou sumu.

Véta 4.4 snadno plyne z nésledujici véty (viz [14]).

Véta 4.5 Necht X je a Banachiv prostor, A;; : X — X jsou linedrni spojité

operdatory, 1,7 = 1,...,n, takové, Ze vsechny komutuji, t.7.
A A = A Ay pro vsechna i, j, k.l € {1,...,n} .

Necht
An ... Ay,

M: X" X", M= : :
Aa .. A
je linedrni spojity operdator dany vztahem

(M(z)); =>_ Aiy(z;) pro i=1,...,n and = (z1,...,7,) € X" .
=1

Potom M je vzdjemné jednoznacny pravé tehdy, kdyz det(M) : X — X je vzdajemné
jednoznacny.

Diukaz véty 4.4:

1. Necht A\ € (L), t.j.

LT, =Y AT/ —\ET

j=—s
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neni vzajemné jednoznaény (zde Z znadci identicky operator na X a Z,, iden-

ticky operator na X"). Potom podle Véty 4.5, neni operator

det( > A;77 — \ET)

j==s

vzajemné jednoznacny, a tedy

0 € o(det( > A7/ —\ET)) .
j=-—s
Ale komplexni funkce

f(z) =det( > 27A; — AE)
j=-s
je analytickd na mnoziné {z € C; z # 0}, a tedy podle [11, Theorem 11]
0 = f(«) pro néjaké a € o(7).

2. Opacné, necht \ je komplexni ¢islo takové, ze

det( > a’A; — AE) =0 pro n&jaké o € o(T).

j==s

Potom opét podle [11, Theorem 11](véta 2.2) operator

S
det( > A;77 — \ET)
j=-s
neni vzajemneé jednozna¢ny a podle Véty 4.5 neni vzajemné jednoznacny ope-
rator

S AT - MIE .

j==s

To znamené A\ € o(L).

Diukaz véty 4.5:
Tuto vétu dokazal jiz R. Harte v roce 1988 (viz [14]), nas dukaz je ale odlisny, proto
jej zde uvadime. V dikazu jsme pouzili podobny postup jako P. R. Halmos v [13],

kde je véta dokazana pro n = 2 v Hilbertové prostoru X.

1. Piedpokladejme, ze (det M) je vzajemné jednozna¢ny a polozme A = (det M)~L.
Navic oznac¢me S;; algebraicky doplnék k A;; (determinant k maticovému ope-

ratoru (opatfeny znaménkem (—1)"*7) | ktery dostaneme vynechdnim i-tého
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radku a j-tého sloupce). Potom

ASy .. ASw ] T An .. Aw T .0
: : : o= | =17,
AS, ... AS,, Ay A 0 .. T
a
Ay ALl TASy ..o Aas, 1 [T ... 0
: : : : — | : | =17,
Ay o A | L AS, . AS,, 0 .. T

A tedy M je vzajemné jednoznacny. Pouzili jsme fakt, ze A komutuje s A;j,
coz plyne piimo ze skutecnosti, ze (det M) komutuje s A;; aZ = (det M)A =
A(det M).

AAZ‘j = AAUI = AAij(det M)A = A(det M)AUA = IAZ]A = AZ]A

2. Predpokladejme, ze M : X" — X" je vzajemné jednoznacny.

(a) Nejdiive dokdzeme, ze det(M) ma inverzni operator.
Pro I,J C{1,....,n} = N, |I| = |J]| (zde |I| zna¢i mohutnost mnoziny
I), ozna¢me M; ; : X — X minor M sestévajici z fadka s indexem z
mnoziny I sloupci z mnoziny J. Pfesnéji, pro I = {iy,... i}, 1 <ip <
Ailjl o e Alljk
.A41J>=:det :
‘Aikh s ‘Aikjk

Indukci ukédzeme, ze pro k = 1,...,n existuje ¢islo oy > 0 takové, ze

> 2 IMis(@)]* = ol (17)

ICN JCN
\[|=Fk | J|=Fk
pro vsechna x € X. Z toho plyne
| det(M)(@)]I* = [Myn(@)]I* = ol

a tedy det(M) ma spojity inverzni operator (viz Taylor [21] Véta 3.1-B).
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Protoze M : X" — X" je vzajemné jednoznacny, existuje Cislo a > 0
takové, ze
€1
M| 1P = allz® + -+ ) -
Tn
i. Predpoklddejme £k =1 a ze x € X je dano.
Ozna¢me x; = (0,...,0,2,0,...,0)" € X", kde z je i-t4 soufadnice
x;. Potom

n n
> IM(@)* = > allzl* = nafz]* .
i=1 i=1

Na druhou stranu plati

> M@ = S () P+ -+ Aua) ) = 3

=1 i=1j=

n

1A ()]
1

A tedy (17) plati pro a; = na.

ii. Necht 1 < k < n a predpokladejme, ze ap_; > 0 spliuje (17).
Necht = € X je ddno. Pro I C N, J C N, |I| = k-1, |J| = k,
J={j,..., i}, 1 <ji <--- < jr <n polozme

xrg=(x1,... ,flfn)T e X",
kde
0 pro j & J
T =
’ (—D)'Mpngy(z) pro j=ji€J
Jestlize oznacime M(xr,5) = (y1,...,yn) , potom
yi = Aip Mrngy + -+ Ag Mengy -
Tudiz,
™ 0 pro 1 €1
Yill = )
Mgy, ()| pro i ¢ 1.
A tedy
Yo > IM@EIP > > > allegl’>
JCN ICN JCN ICN
|J|=k [I|=k—1 \J|=k |I|=k—1
> > > alX Mm@ =
JCN ICN jed
\JHcm—k 1
= TL — k + 1 Z Z |M[ J\T ) Z
JCN ICN

| T =k—1|1|=k—1
> an—Fk+ 1)Ozk_1]|x||2

28



Na druhou stranu

X Y M@l = XY S M@ -

JCN ICN JCN ICN ¢l
=k |I|=k—1 |T|=k |T|=k—1
= k- > > IMrs@)*.
JCN ICN
| T/=k |T|=k
. an—k+1) .. .
Tudiz a = ———— - ax—1 > 0 spliwyje (17). (Zde bychom méli

ukazat, ze a,, = " je-li oy = na.)

(b) Nakonec dokazem, ze det(M) je operator ,na“ (t.j. R(det(M) = X).
Jako obvykle je

X'={f:X —C; fjelinedrni a spojity funkcional }

duélni prostor k X a pro linearni spojity operator £ : X — X, mame
linedrni spojity operator £ : X’ — X' definovany vztahem (L'f)(z) =
f(Lx) for f € X'.

Protoze M : X" — X" je vzajemné jednoznaény, M’ : (X") — (X")
je také vzajemné jednoznacny. Definujeme-li linearni spojity operator
f: X" — C vztahem f = (fi,...,fa)", fi : X — C linedrni a spojity
proi=1,...,n, kde f(z1,...,2,) = fi(x1) + -+ + fu(z,)), dostavame
(X™) = (X")™ a plati

(M )@y, . x) = (FM(z, ... 2))) " = (zn;fhi, .. .,zn;Am-)T =

/ /

1 - A
= : o ().
A [

Muzeme tedy ztotoznit operator M’ s operatorem

/ !
i - nl

! !
in - *- Arm

na (X')", ktery je rovnéz vzdjemné jednoznacny. Navic Aj; komutuji s
Aj,. stejné tak jako A;; komutuji s Aj. A tedy, podle ¢asti 2a) tohoto
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dukazu vime, ze

/ /
m - nl

det | : = det(M’)
oo A

mé inverzni operator. Navic det(M') = (det M)'. A tedy z [21, Chapter 4,

Theorem 4.7-C] plyne, zZe det(M) je operator ,na“. .

Abychom mohli pouzit vétu 4.4 pro piipad operatoru A : B(d) — B(d) ztotoz-
nime v nasledujicim odstavci prostor B(d) s prostorem B = B x --- x B, nebot

existuje prirozeny izomofizmus
a:BY—=B(d), of(u',...,u?)=uc B,

kde u' = {ul}jez, uf € R, i=1,...,d a (u); = (u],...,uf) € R? (podrobnéji je

toto vysvétleno pro m¥izku Z™ v Kapitole 6 na strané 41).

4.3 Jednodimenzionalni LDS na B(d)

V tomto odstavci pouzijeme Vétu 4.4 k urceni spektra operatoru dF|q- v piipadé,
kdy u* je prostorové homogenni stacionarni feseni LDS (F", B(d)),ez+. Roli ope-
ratoru 7 ve Vété 4.4 bude hrat Bernoulliho posun (shift) S : B — B definovany
vztahem

(S(u)); =uj+1 pro uweB

Spektrum posunu & nam dava lemma 4.1.

Véta 4.6 Necht operdtor A : B(d) — B(d) je ddan vztahem

(Au); = Y Acuy (18)

k=—s

kde A_,, ..., As jsou dané matice 7ddu d. Potom

o(A) ={A€C; det( DY €A, —AE) =0 pro néjaké ¢ € [0,27]} .

k=—s
Dikaz:
Protoze A = Y. A,S* kde S : B — B je Bernoulliho posun, tvrzeni véty piimo
k=—s
plyne z véty 4.4, kde za 7 bereme Bernoulliho posun, a lemmatu 4.1. ]
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Poznamka : Podobné verze véty 4.6 byla také dokazana v [9] s pouzitim Fourie-

rovy transformace.
Vétu 4.6 si muzeme ilustrovat na nasledujicim piikladé.

Piiklad 2 Necht d =3 a A : B(3) — B(3) je dand vztahem

(A'u,)j = A1Uj+1 + A2uj+2 )

kde
100 101
Ai=1010], Ar=10 20
001 103
Potom
o(A) ={A € C; det(e®™A; +e ™Ay — AE) =0, v €R} . (19)

Rovnice det(e 2™ A} +e "™ Ay — AE) = 0 mé t¥i feSeni, dostaneme tedy tii kiivky
v Gaussové roviné

Moo= e (2 4 i)

No = e MT(2 - V24 e2)

A3 = e ™ (24 V2 +e*™), veER

Spektrum je ukazano na obrazku 2.

Obrazek 2: A\ - ¢ervena barva, Ay - zelend barva, A3 - modra barva
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5 Stabilita prostorové periodickych reseni LDS s

jednorozmeérnou miizkou

V tomto oddile vyuzijeme vysledku predchazejiciho oddilu k urceni stability pro-
storové periodického stacionarniho reseni.
Necht stacionarni feSeni w* miizkového dynamického systému (F", B(d)),cz+

je prostorové p-periodické, t.j.
u; = uy, vzdy, kdyz j = k(mod p) .
V tomto ptipadé pro matice AZ: ve vztahu (9) plati

J _ pAJtp
Ay = Ak+p

pro vSechny j € Zak=j—s,...,j+s. Operator A v (9) ma tedy tvar

s
(Au); = > Al (20)
k=—s
kde [ = j(mod p), a je uréen p(2s+1) maticemi A}, 1 =0,...,p—1, k= —s,...,s.
Matice jsou ¢tvercové fadu d. Formalné piedpokladejme, Ze Al 41 Je rovno nulové
matici pro k # —s,...s.
Nyni ukdZeme, jak muzeme urcit spektrum operatoru A uzitim véty 4.6. Pro

n € Z oznacme

0
A A
B, = : L (21)
_ -1
Apct AL

B,, jsou ¢tvercové matice fadu pd. Je snadné ukazat, ze pouze kone¢né mnoho matic

B,, # 0. Tyto matice B, reprezentuji linearni operator
B : B(pd) — B(pd),
ktery je definovan nasledovné. Pro w = {w, }nez € B(pd)

(Bw); = 3 Butyin (22)

nez

Jestlize oznacime 7 pfirozeny izomorfismus B(d) na B(pd) definovany pro u € B(d)
vztahem
7(u) = w € B(pd) , (23)
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kde

Unp
Wy = : ’
Unp+p—1

potom

A(u) =v pravé tehdy, kdyz B(7(u)) = 7(v) .

Z nésledujiciho Lemma plyne, ze spektrum operatoru A je stejné jako spektrum

operatoru B a muze byt tudiz uréeno pomoci véty 4.6.

Lemma 5.1 Necht A € L(X) a B € L(Y), kde X,Y jsou Banachovy prostory.

Necht 7 je izomorfismus prostoru X na prostor Y a plati
Alu)=v <  B(r(u) =7(v) . (24)

Potom

O'L(X) (.A) = O'L(y)(B) .

Dukaz:

Staci dokézat, vztah
(A-XD)(u)=v <& (B=MNI)(F(u)) =7(v).
Necht (A — AT)(u) = v potom A(u) = Mu + v. Podle vatahu (24)
B(r(u)) = 7(Au + v),
ale 7 je linedrni, plati tedy B(7(u)) = A\(u) + 7(v) a tedy plati
B(7(u)) — A (u) = 7(v).
Dokézali jsme tedy vztah
(A-AD(w)=v = (B—AD)(F(u)) =F(v) .

Protoze 77! je také izomorfismus, plati i opa¢né implikace. [ ]

5.1 Priklad LDS s prostorovou interakci difuzniho typu

Predpokladejme miizkovy dynamicky system
(f n’ B)n€Z+7
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ktery je pro s = 1 generovany funkei f : R® — R

J@r, s, ws) = glas) + S (9(w1) = 29(22) + g(a3))

kde g je néjaka nelinearni funkce, kterad zobrazuje omezeny interval na omezeny

interval. Jinymi slovy dynamicky systém
u(n +1) = F(u(n))

na B je dan vztahem

wi(n+1) = gui(m) + S(9(ws1(n) = 29(0;(n) + gluza () (25)
a podminka (5) je splnéna.

Stabilitu prostorové 2-periodického feseni tohoto systému studovali také V. S.
Afraimovich a L. A. Bunimovich v [2]. Jako fazovy prostor predpokladali prostor
By, ¢ > 1,

B, = {u € B(1) ; [|ull, < oo},

kde

fufl, = | 3

jez qm
Protoze tato norma je indukovand skaldrnim soucinem, B, je Hilbertuv prostor.
V tomto pfipadé pro splnéni podminky (5) potfebujeme, aby funkce f byla diferen-

covatelna tiidy C? a

of

2f
o (ua})| <

(%clﬁxj ({uO}S) <

i,jzl,---72s+1 a{...,u,l,uo,ul,...}E[Bq

viz [2]. Tento pozadavek je ale prilis silny, a v mnoha pfipadech nebude splnén. V na-
Sem piikladé na strané 38 k splnéni podmimky (5) staci, aby funkce g byla omezena.
Pro prostorové 2-periodické feseni Afraimovich a Bunimovich pouze odhadli spekt-
ralni polomér operatoru A definovaného nize vztahem (27) uzitim Gershgorinovych
krouzku a tak obdrzeli podminku pro jeho stabilitu. Navic v pfipadé prostoru B,
operator A nemusi byt Fréchetovou derivatici zobrazeni F, nebot Frechétova deri-
vace obecné nemusi existovat, ale je pouze derivaci v smyslu Gateauxe. Z tohoto
dtvodu nelze v pripadé prostoru B, vySetfovat exponencialni stabilitu. Lze vysetrit
pouze linearni stabilitu“, coz je fakt, ze spektrum operatoru A lezi v jednotkové

kruznici Gaussovy roviny.
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V na$i praci stanovime spektrum operatoru A a uré¢ime podminku pro expo-
nencidlni stabilitu prostorové 2-periodické hofeSeni dynamického systému (25) v
piipadé fazového prostoru B i linedrni stabilitu v piipadé fazového prostoru B,.

Vysledky porovname s vysledky v praci [2].

5.2 Pripad fazového prostoru B

Ziejmé prostorové 2-periodické FeSeni u* systému (25) mé tvar

u=(..,x,y,29,...)

t.j. u; = x pro j sudé a u; = y pro j liché a x, y vyhovuji rovnicim

Rovnice muzeme prepsat do tvaru

r+y=g(x)+9(y)

(26)
r—y=(1-2¢)(g(x) —g(y)) -

A tedy podminka existence 2-periodického Feseni je urcena existenci feseni soustavy
rovnic (26).
Nyni odvodime Fréchetovu derivaci (popi. Gateauxovu derivaci). V tomto pii-
padé pro &sla A} ze vztahu (9) plati
af(u;f—la uj, U}k‘+1)

Al = forjeZ ak=j—1,5,j+1
395k7j+2

a tedy

A =3 2

€ * j * j € *
_gl(uj—1)7 A?‘ =(1- 5)9,(%)7 A§‘+1 = _gl(uj-i-l) :
Oznacime-li ¢'(x) = d, a ¢'(y) = d,, potom operator A bude mit tvar

sdyu;_1 + (1 — e)dyuj + Sdyu;y pro j sudé
(Au); = (27)
sdyuj_y + (1 — e)dyu; + Sdyujpq pro j liché
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a jeho maticovy zapis je

0 £d, (1—e)d, 5d, 0 0 0
0 0 sd,  (1—ed, =d, 0 0
0 0 0 d,  (1-¢)d, =d, 0
0 0 0 0 d,  (1-e)d, :d,

Pouzijeme-li transformaci (23) vime, Ze spektrum operatoru A je stejné jako spek-

trum operatoru B : B(2) — B(2), ktery je dan vztahem
(Bw)j = B_le_l + Bowj + Ble-i-l pro w = {U}]} € [B(2) ,

kde

Ugj
a wj = .
U25+1

Zapiseme-li operator B pomoci operatoru posunu, dostavame
B == B,lsil -+ B()SO + 3181 5

kde S je Bernoulliho posun na B. A tedy, podle véty 4.6, spektrum () je mnozina

takovych komplexnich ¢isel A, které splnuji rovnici

1
det( Y €™ B, —AE) =0,
n=-—1
tedy
(1—¢)dy — A 5d,(1+e7) |
Sd,(1+e%) (1—e)d,— X
pro néjaké ¢ € [0, 27]. Toto A € C tedy spliuji rovnici

62

N —(1—¢e)(dy +d)A+ (1 —¢)? 5 (1+cosy))d,d, =0 . (28)

Reseni této rovnice jsou

(1= &)(ds +dy) £ /(1 — €)2(dy — d,)* + 2e%d,dl, (1 + cos o)
5 .
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Odtud lze odvodit, zZe podminka stability |A| < 1 pro A € o(A) je ekvivalentni s

nasledujicimi vztahy

L |(1—e)(ds+dy)| <2al|(l—e)(dy+dy)| —(1—2)d,d, <1
pro dyd, >0 .

2.1 — e|(|dy + dy| + |dy — dy|) < 2

29
pro d,d, <0 a (1—e)*(d, —d,)*+4e%d,d, >0 . (29)

3.1 —el(Jde + dy| + |dy — dy]) <2 a (1—2e)d,d, <1
pro d.d, <0 a (1—e)*(d, —d,)*+4e%d,d, <0 .

5.3 Pripad fazového prostoru B,

Pro srovnani nasich vysledku s vysledky v ¢lanku [2] uréime podminku stability
prostorové 2-periodického FeSeni dynamického systému (F", B,)nez+, popsaného
rovnici (25), kde za fazovy prostor bereme prostor B, misto prostoru B. Uréime zde

ovSem pouze podminku pro linearni stabilitu.

Lemma 5.2 Spektrum Bernoulliho posunu S : B, — B, je ddno vztahem

1

o(S)={reC; — <]\ < g}

S|

q
Dikaz:
Nejdiive ukazeme, ze

ISl = IS~ = va

Pro u € B; mame

-1 2 —+o00 2
> _ lujnl® 1] lujta]®
ISull; = J% P _jzzoo piEl +j§ P
_ 1 i |uj1] q§|uj+1|
q Pt q—J—l o qj-‘rl -

A\
()
=
S
< 4
| | =
i e
RS
LE
|
o

A tak

ISI < v,
a protoze existuje u € B, , |lull, =1 a |Sul|; = /g, mame ||S|| = ,/q. Podobné
dostaneme [|S7!|| = /g . Plati tedy o(S) C {A € C; ﬁ < Al < /q}. Naopak pro
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kazdé A € C, L < |\ < /g je lehké zkonstruovat vlastni vektor, staci zvolit vektor
Va

u = {N},ez. Protoze o(8) je uzaviend mnozina, dostdvame tvrzeni véty. n

Podle véty 4.4 (za operator 7 vezmeme opét operator S a prostor X je prostor
B,) spektrum operatoru A definovaného rovnicemi (27) na prostoru B, je mnozina

takovych A € C, které spliiuji rovnici

det (1—e)d, );

Sdy(1+ e

pro né&jaké ¢ € [0,27] a a € (ﬁ, V@) Odtud dostaneme opét podminky (29), které

zarucujic linearni stabilitu operatoru A : B, — B, pro ¢ dostate¢né blizky k 1.
Podminky stability (29) pro prostorové 2-periodické feSeni dynamického sys-

tému (25) jsou silnéjsi nez ty, které byly odvozeny v [2], protoze spektralni polomér

operatoru A jsme ur¢ily presné. Napfiklad v praci [2] je uvazovan systém (25), kde

pu  for u € (0, u=t)
g(u) = . :
a forue (p 1)

kde p >1,0<e<1a0<a< 1. Zfejmé je pro tento systém splnéna podminka
(5). Jestlize x € (0,u™') ay € (u1,1), potom z (26) dostavame

r+y=pr+a, z—y=(1-2)(1—-¢)a.

A tedy
ea _ap(2e —1)+ (1 —¢)a

T=—"""7T_" Y
1—p+ep 1—p+ep

Za predpokladu, ze
0<z<p', pl<y<l

dostdvame nerovnosti

0< ea <ut. ut< ap(2e = 1)+ (1 —¢)a
1—p+ep 1—p+ep

<1

I

které jsou podminkou pro existenci prostorové 2-periodického feseni

u' = (...,z,y,2,9,...),

kde z € (0,u ) aye (uh1).

V ¢lanku [2] je odvozena podminka linedrni stability (v B,)
p(2e? —2e+1) < 1 (30)
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pro q dostatecné blizké k 1.

Pouzitim naseho pfistupu, podminky (29) davaji
:u|€ - 1| <1 )

protoze v tomto piipadé plati d, = p a d, = 0. Je vidét, Ze naSe metoda dava
lepsi vysledek. Na obrazku 3 je zobrazena oblast stability odvozend v ¢lanku [2] a
oblast stability odvozena v této praci pro priklad prostorové 2-periodického Teseni
dynamického syst#ému (25).

St

41

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 3: Oblast stability pro piiklad prostorové 2-periodického feseni dynamic-
kého systému (25) odvozena v ¢lanku [2] (modra barva) a oblast stability odvozena

v této praci (zelend barva).

Napiiklad pro parametry p = 2,6 = 1 al < a <

1 existuje prostorové 2-

1
2
periodické stacionarni reseni

(...,a,2a,a,2a,...),

které podle nasi metody je linearné stabilni, ale podle metody uvedené v [2] nemuzeme

o stabilité nic Fici, protoZe podminka (30) neni splnéna.
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6 Stabilita prostorové homogennich feseni LDS

s vicerozmérnou mrizkou

V pripadé LDS s vicerozmérnou miizkou nelze pouzit k urceni spektra operatoru

(Au); = ﬁZ At up
li—j]<s
vétu o obrazu spektra tak, jako tomu bylo v odstavci 4. Zde pouzijeme Gelfandovu
transformaci na Banachovych algebrach (viz Kapitola 2) nebo [19].
Abychom mohli pouzit vlastnosti Gelfandovy transformace, vyjadiime operator
A jako linearni kombinaci mocnin specialnich operatoru. Nejdfive si zavedeme posun

ve sméru €;, kde €; € Z™ je jednotkovy vektor, ktery ma na j-tém misté jednicku.

Definice 6.1 Posunem ve sméru €; nazveme operator S, : B — B,

7 =1,...,m, ktery je definovan nasledovné:

(Syu); = g, (31)

Symbolem SE, k= (k1,...,kn) € Z™ budeme rozumét operator
SF=8k oSk o...08km

kde S]]-Cj je k‘j:té iterace posunu S;.
Operatory S* komutuji a
Is* ] =1.
Operdtor A : B — B (t.j. (Au); = ¥ Agjui, d =1 a tedy Ap jsou ¢isla) pak

i—j|<s
muzeme s uzitim posunu psat ve tvaru

A=Y A;8".
|k|<s
Abychom mohli zavést podobny zapis pro operator A : B(d) — B(d), d > 1 (t.].
Ay jsou ¢tvercové matice fadu d), zavedeme si (stejné jako v oddile 4.2) maticovy
operator AT : X¢ — X% kde A je matice fadu d a 7 : X — X je linearni spojity
operator na Banachuvé prostoru X.
V odstavci 6.2 budeme potiebovat ztotoznit prvek w € B(d) s prvkem u € BY,

kde B? je d-t4 mocnina B. Kazdy prvek u € B(d) lze ztotoznit se zobrazenim
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zm m\d .
u : 7™ — R ProtoZe plati ([Rd) = ([RZ ), kazdému u € B(d) odpovida d-tice
prvki u = (u!,... u?), w/ € B, a naopak. Z toho plyne, Ze
B(d) = B,

tj. existuje prirozeny izomorfismus
a:B' = B(d), af((u',...,u'))=ucB(d)),

kde u' = {u%} u? €ER,i=1,...,da(u);= (u]l,,u;i) € R4 V dalsich

odstavcich ztotoznime prostor B(d) s prostorem B?.

jezm

Nyni miizeme operator A definovany rovnici (Aw); = Y Alup i v pifpadé
A : B(d) — B(d) zapsat pomoci posunt ve tvaru
A=Y ApSF, (32)
|k|<s

kde A; SF je maticovy operator.

6.1 Vicedimenzionalni LDS na B

V tomto oddile budeme uvazovat operatory A : B — B. V dikazu hlavni véty 6.1
vyuzijeme vlastnosti Gelfandovy transformace prvka Banachovy algebry (viz Oddil
2.3). Je-li @ Banachova algebra, pak charakterem na algebe @ rozumime libovolny
nenulovy multiplikativni linedrni funkcional y : @ — C. MnoZinu vsech charaktert
na algebfe @ znac¢ime symbolem (@). Gelfandovou transformaci prvku A € @

nazgvame zobrazeni A : (@) — C, definované vztahem

Pro spektrum prvku A € @ v komutativni algebte @ plati (viz véta 2.4)
oq(A) = AQA)). (33)
V dalsim budeme uvazovat Banachovu algebru £(B) vSech omezenych linearnich
operatoru na Banachové prostoru B a jeji komutativni podalgebru

A={AecLB) A=Y A4S A eCa Y |Af < +oo}, (34)

kezm kezm

kde > |Ag et sup{> _|Ag|; J CZ™, J konecna }.
kezm keJ
Spektrum prvku A € @ v algebie £(B) (které chceme urcit) budeme znacit o(A),

v algebie 4 pak og(A).
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Lemma 6.1 Mnozina A definovand vztahem (34) je podalgebrou algebry L(B) a

plati:
() JeliA= Y A8 B= S B:S* pak
kezm kezm
AoB=C= )Y C; S* kde Ce= > A; .Bj. (35)
kezm nezm
) Ilg= 3 14
kezm

(i3i) D@ je izometricky izomorfni s I'(Z™).
(Zde I*(Z™) oznacuje Banachovu algebru viech absolutné konvergentnich vad na 7™
s ndsobenim danym konvoluct.)

Poznamka : Pro konvoluci dvou posloupnosti a = {Az}-_;.. . b= {B;}5.;n plati

(a*b)jz ZAJZHB ZAB~~ b*a)

nezm kezm

(Pro operaci konvoluce jsme pouzili symbol )
Zavedeme-li ndsobeni prvki z mnoziny @ jako sklddani operatori, plyne ze vztahu

(iii) lemma 6.1, Ze @ je komutativni Banachova algebra s jednotkou.

Dukaz:

Nejdiive dokazeme vztah (i)

C=AoB=Y A; 80 Y B:S=3Y Y 4B S o8 =

kezm jezm kezm jezm
Y Y A B ST - Y (Y A B S - Y S
]gezm jezm nezm jEZm nezm

kde jsme polozili 77 = k+ j.
Nyni dokdzem vztah (ii)

HAHg— sup |Az|| = sup sup\ Z Ag Sk );| = sup sup| Z Apxy ;| <

”wH 17 Sy kEZm ||wH 17 eZ™ kEZm
< sup sup Y |Agllzp [ < sup Do Al lzll = D |4
IZ||=17ezm kezm Z|= 1k?€Zm kezm

Nyni zvolime pro dany operator A vektor & = {zj}pcym, kde 2 =1, jeli A; >0 a
xp = —1, jeli Az < 0. Potom plati

|AZ| = sup [( 3] A SFa)l = sup | 3 Agmrg|= Y |44

i€zm  fegm i€Z™ fegm kezm
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lAllq = Azl = > Azl
kezm

Plati tedy
lMlig = 3 144,

kezm
(iii)
Kazdému prvku A € @ muzeme jednoznaéné piifadit prvek a = {Ag}popm € I1(Z™)
vztahem A = Y A;S*. Mnozina @ je tedy izomorfni s mnozinou I'(Z™). Protoze
kezm
navic ze vztahu (ii) plyne

IAlg = llaln@n,  a={Ag}zez. € 1(Z™,)

je 4 izometricky izomorfni s [*(Z™). u
PopiSeme nyni charaktery na algebte @. Pro & = (ti,...,tm), t; € [0,27) a
A= Y A SFeq definujeme

kezm

XA = 3 eFiar,

kezm
Snadno se ukéZe, Ze x; je charakter z Q(@). Dale ukazeme, Ze jiné charaktery na @

nejsou. Necht x € Q(@). Nejprve ukdzeme, Ze

IX(Sk)| =1 (36)

pro kazdy posun S; ve sméru €.
Ziejmé
XSII<1 a xS <1,
nebot pro viechny A € @ je |x(A)| < To(a) < || Al viz [19] a |Si| = ]Sk_l] =1.
Kdyby |x(Sk)| < 1, potom

L= x(D)] = [x(Sko S h) < IX(S)l Ix(Sp )l < 1

COZ je Spor.
Ze vztahu (36) tedy plyne, Ze pro kazdy charakter y € Q(@) existuje £, t;, € [0, 27)

takové, ze

X(Sk) = ol (D — iti
X(S—l) —_ e*i(gk't—) — efitk'

Protoze algebra @ je generovand prvky S; a S; ', dokazali jsme naledujici lemma:
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Lemma 6.2 MnoZina charakteri na algebre @ je ddna vztahem

—

QA) ={xz; t=(t1,...,tm), t; €[0,27), i =1,...,m}.

Nyni muzeme zformulovat hlavni vétu tohoto oddilu.

Véta 6.1 Je-li operdtor A = > Ag Sk ( > Azl < oo, |A;| je absolutni hod-
kezm kezm
nota), potom spektrum operdtoru A (v Banachové algebie L(B)) je dano vztahem:

o(A) ={AeC A= Y Al T=(t,... tn). ti€0.20)}.  (37)

Dukaz:
Podle vztahu (33) a lema 6.2 je

ogq(A) = PAeC; A=A, x €A} ={AeC; A=x(4), x € AP}
= {MNeC; A=xAA), t=(ts,...,tn), t; €[0,27)}

— {(AeC; A= 3 FAF T=(ty,.. . tn), t: € [0,2m)}.
kezm

Protoze @ C L(B), plati obecné

o(A) C og(A).

Snadno se ale piesvédcime, ze kazdé ¢islo A = 3op ;.. e e FTAF ¢ ag( ) je dokonce
vlastni ¢islo operatoru A a v = {ell f)} <7m je vlastni vektor piislusejici k vlastnimu

Gislu A. Je totiz

=(> AﬂSk =) A = > Az’ E(+) — > Aﬂel(tk i(#4) = (Av);,

kezm kezm kezm kezm

pro vsechna j € 7™. Plati tedy

(A= 30 A T= (), L€ (0,2m)} = 0g(A) C o(A).

kezm

Tim je Véta 6.1 dokézana. ]

Pouziti véty 6.1 si ukdZzeme na néasledujicim prikladé:
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Priklad 3 Mé¢jme linearni operator A : B — B definovany prow = {u;;} jez> € B

vztahem:
(Au)ij = duigr; + Ouiyaj + 2ui g1 + Uisy i1

Potom
A — 48(170) + 68(270) + 2 8(071) + 8(171)'

Spektrum operatoru A je podle véty 6.1
o(A) = {\ =4e't + 6! + 2elt2 4 ot (3 1) € [0,27) x [0,27)}.
Spektrum je zobrazeno na obrazku 4.

10+

~101

Obrazek 4:

Nyni muzeme vyslovit vétu o stabilité prostorové homogenniho feseni v piipadé

m-rozmérné miizky na prostoru B.
Véta 6.2 Necht A Fréchetova derivace zobrazeni F v bodé u* = {uo}kzm, tedy
of ({u"})
(Au)y = > Apuzp, Ap= oy Prolkl<s.
k| <s k

Potom prostorové homogenni staciondrni feSeni u* LDS (F™, B),ez+ je exponen-
cialné stabilnt jestlize

> Ageiﬁ'{ <1 protel0,2m)™.

|E|<s
Vétu pouzijeme v nasledujicim prikladeé:
Priklad 4 Nyni aplikujeme predchozi teorii na urceni stability prostorové homo-

genniho feseni nasledujiciho miizkového dynamického systému. Uvazujme systém
(viz [4])

uij(n+1) = ui(n)+ag(ui(n))+r(ui(n) —4ug(n)+ui-1j(n)+ui j-1(n)+ui j41(n)),
(38)
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kde (i,j) € 7>, n € Z,, a > 0, £ > 0 a g(u) = u(u — a)(1 — u). Tento systém
vznikne diskretizaci dvoudimenzionalni nelinearni difizni Huxleyovy rovnice pouzi-
tim diferenéni ndhrady z péti uzlovych bodu. Systém (38) je miizkovy dynamicky

systém na 7%, kdem=2,d=1,s=1a
FHui}?) = wij + ag(uig) + w(wigry — 4wy + iy g+ wij-1 + i),

muzeme jej tedy zapsat ve tvaru u(n + 1) = F(u(n)). Protoze funkce g zobrazuje

omezeny interval z R na omezeny interval z R zobrazeni F spliiuje podminku (5).
Systém (38) méa kromé jinych stacionarnich FeSeni také prostorové homogenni

stacionarni Teseni u* = {0} jjez2, u* = {1} j)ez2, w* = {a}(j)ez2, kterd dosta-

neme reSenim rovnice
u’ = u® + ag(u®) + r(u’® — 4u® + u® +u® + u°),

tedy
g(u®) = u’(u’ — a)(1 —u’) = 0.

Linearizovany operator A = dF|q+ v piipadé stacionarniho feseni u* = {0} ; jcz2

ma tvar
(A)ij = Kui—1j + K j—1 + (1 — 4k — aa)u; ; + Kug j1 + KUz -
Zapiseme-li operator A pomoci posunu, dostaneme
A=rSTH) 1 kSO 1 (1 -4k — aa)SOY 4 xKSLO 4 SOV,
Spektrum operatoru A je podle Véty 6.1:
o(A) = {NA=re "+ ke £ (1 -4k —aa) + ket + kel (ty,ty) € 7%} =

— {)\ = 2k (cos(ty) + cos(ta)) + (1 — 4k — (M)} _

= {)\ = 4k cos (tl —;t2)cos (tl gtz) +(1 —4&—04@)}.

Prostorové homogenni stacionarni feseni w* = {0} czz je stabilni, jestlize
r.(A) < 1, tedy pro

1
/1<§(2—a04) a a>0.

Oblast stability je urcena nerovnostmi
1
/1<§(2—a04), a>0, k>0, a>0
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a jeji hrani¢ni plochy jsou zobrazeny na obrazku 5.
Podobné dostaneme, Ze prostorové homogenni stacionarni feseni u* = {1} j)cz2

(resp. u* = {a}( jyez2) je stabilni pro
1 1
K< §(2—a(1—a)) aa < 1, (resp. kK < §(2—|—aa(1—a)) aa > 1).

Hranic¢ni plochy oblasti stability jsou zobrazeny na obrazku 6.

Obrazek 5: Oblast stability pro prostorové homogenni stacionarni feseni

ut = {0}(i,j)622

Obrazek 6: Oblast stability pro prostorové homogenni stacionarni feseni

u* = {1}ijezz a u” = {a}qjeze
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6.2 Vicedimenzionalni LDS na B(d)

V tomto oddile uréime spektrum operatoru A : B(d) — B(d), (Au); = % A%' uy
i—j|<s
pomoci véty 4.5 o maticovych operatorech a véty 6.1 z predchoziho odstavce. V na-

sledujici vété, budeme-li to potiebovat, ztotoznime prostor B(d) s prostorem B?, to

muzeme udélat na zakladé poznamek na strané 41.

Véta 6.3 Necht Ap  jsou komplexni ctvercové matice vadu d takové, Ze
> Azl < oo, kde |Az| je maticovd norma indukovand euklidovskou normou v R%.
kezm

Necht operator A : B(d) — B(d) je ddn vztahem

A=Y ASF (39)
kezm
Potom

c(A) ={Ae€C; det( > eiE'FAE—/\E) = 0 pro néjakét = (t1, ..., ty), t: € [0,2m)"} .
kezm

(Zde E oznacuje ctvercovou jednotkovou matici vadu d.)

Poznamenejme, ze véta 6.1 je specialnim pripadem véty 6.3.

Dukaz:

Vétu 6.3 dokdzeme pomoci vét 6.1 a 4.5. Symbolem Z; budeme znacit identicky

operator na B(d), symbolem 7 pak identicky operator na B.

o(A) = {NeC; A— NI, nenivzijemné jednoznacny operator na B(d)}
= {Ae€C; det(A — A\Z;) neni vzajemné jednoznacny operator na B}
= {AeC; 0ea(det(A—\Ly))},

jak plyne z véty 4.5 (Zde jsme pouzili vztah B(d) = B?).
Protoze det(A—\1;)) = det( X AESE — AET) je prvkem algebry @ definované

kezm™
vztahem (34), z véty 6.1 okamzité plyne

0€oa(det( S A:SF-AET)) & 0=det( Y e* A —AE) pro n&jaké £, #; € [0,2r).

kezm kezm
Tim je véta dokazana. [ ]

Také nyni si pro ilustraci uvedeme nasledujici priklad.

Piiklad 5 Mé&jme linearni operator A : B(2) — B(2) definovany vztahem
(Au);; = Ajuivr j1 + Aoothij + A11ui1 -1,
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kde w = {u;;} i jyez2, uij € R* a
-1 1 11 0 1
A — ) A = ’ A_ 1=
11 [ 1 9 } 00 [ 9 1 =1 [ 11 ]

A=A, 8" + AT+ A, STV,

Potom

Spektrum operatoru A je podle véty 6.3
o(A) = {\ € C; det(A; et ™) 4 Ay + A el A E) =0,
(t1,t2) € [0,27) x [0,2m)}.
Rovnici det( Ayl (1772 4+ Agy + A_;_jel("h=%2) — X\ F) = 0 Ize pfepsat na tvar

. o 4
—4 — 6(21)t1 o eltl—ltz .

: . A
Iy ) G U AR
eltz 61t2
a ma tedy dvé feseni
(eit1+2it2 + 6it2 + 462it2 + eitz a)

2 eZitz

)\1:

(eit1+2it2 4+ eit2 4 4 o2t _ gita a)
Ay = , (40)

262it2

kde « = Vb4 6eitititz 8eitit2ita  5e2itif2its | 24eite | 32 e2it2,

Spektrum je zobrazeno na obrazku 7.

Mnozina vSech A MnoZina vsec Ay Celé spektrum

Obrazek 7:

Vratme se nyni ke stabilité stacionarniho feseni naseho LDS. Stabilita stacio-
narniho feseni u* je urcena spektrem Frechetovy derivace operatoru JF, kterou jsme
oznacili A. V oddile 3.3 jsme si ukazali, Ze v pripadé prostorové homogenniho feseni
u* = {Uj*-}j‘ezm je operator A urcen (2s + 1)™ maticemi Ay, k| < s a mé tvar

(Au); = Z AE”}A—IZ' (41)
|| <s

Plati nasledujici véta:
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Véta 6.4 Necht A: B(d) — B(d),

(Au); = > Apuz g,

|k|<s

kde Aj jsou dané matice vddu d. Potom

g(A)={reC; det(S ¢ FDA —AE) =0, T'=(t1,...,tm), t: € [0,27)} .

|E|<s
Dikaz:
Protoze A = Y A;S* (viz odstavec 6 vztah 32), kde SF=8Mo...o Shm
|E|<s
Sf ": B — B je posun ve sméru €;. Vyplyva tvrzeni véty pfimo z véty 6.3. ]
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7 Stabilita prostorové periodickych reseni LDS

s vicerozmérnou mrizkou

Predchazejici vysledky nam umozni urcit stabilitu prostorové periodickych stacio-
narnich feseni LDS i v pfipadé m-rozmérné miizky. Pro /2, peI™, k= (ks km),

P = (p1,...,pm) zavedeme oznaceni

kop= (kw1 kmbm) -
Nyni budeme definovat prostorové p-periodické stacionarni reseni.

Definice 7.1 Pevny bod u* = {u;ﬁ.}kzm zobrazeni F nazveme prostorové p-periodické
feSeni, kde = (p1,...,pm), pi > 1, pro i=1,... m, jestlize plati

Uz = Uz, sop

pro viechny 7,7 € Z™.

Poznamenejme, ze prostorové p-periodické feseni, pro které p; = 1, pro vSechna

1 =1,...,m, je prostorové homogenni stacionarni reseni.
Méjme mrtizkovy dynamicky systém

(an [B(d))nel+

m . v — . . 7’ . 7 z
2s+1)™d _, Rd 3 jeho prostorové p-periodické stacionarni

generovany funkci f : R(
feSeni u*. Bez Gijmy na obecnosti, muzeme pfedpokladat, ze s < min;—; . {p;}.

Uvazujme izomorfni mrizkovy dynamicky systém
(fga [B(qd))n62+

generovany funkei f7 : R¥"% — R% kde q = pips---pm. Piitom prostorové p-
periodické stacionarni feSeni u* systému JF prejde na prostorové homogenni staci-
onarni feseni w* systému Fp. VySetfovani stability periodického feSeni u* systému
F tim prevedeme na vySetfovani stability homogenniho feseni w* systému Fj, ke
kterému muzeme vyuzit vysledki oddilu 6.2.

Nyni sestrojime mfizkovy dynamicky systém (]-]?, Byd)ne. Uvazujme mnozinu

indexu 7
IT={j=01-- \jm) €2, j;=0,....,pi—1, proi=1,...,m}
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a jeji néjaké usporadani 7 = (;’1, . ,fq). Ozna¢me 7 pfirozeny izomorfismus B(d)
na B(qd)

7(u) = w € B(qd) pro u € B(d),
kde

wp = (u%ﬁﬁl, . ,u%ﬁﬁq)T, pro ke Z™. (42)

Déle zavedeme f; : R¥"9? — R4 piedpisem

fﬁ({wE}l) = (f({uE@ﬁ+jl}S)v R f({uE@ﬁ_ﬁq}s)T . (43)

Zobrazeni Fj : B(qd) — B(gd) urcené vztahem

(Fw). = f({ws}).

definuje hledany mfizkovy dynamicky systém (F;", B(¢d))nez, . Postup ilustrujeme

na nasledujicim piikladeé.

Piiklad 6 Uvazujme miizkovy dynamicky system u(n+1) = F(u(n)) na B's dvoj-
rozmeérnou mriizkou, ktery je urcen nasledujicimi rovnicemi

wig(n 1) = gluis(n) + S (9us-1(n)) — dg(uis(n)) + gluigaa(n)) +

+9(ui-1,i(n) + 9(uir1;(n))) , (44)

tedy LDS se zobrazenim F je generovan funkci f, pro kterou plati

Fui}) = gluig) + Z(g(ui,jfl) —4g(uij) + g(wijp1) + g(wi-1;) + g(wit15))

Podobny systém na jednorozmérné miizce byl uvazovan v ¢lanku [2] a v oddile 5.1.
Predpokladejme, ze je dano prostorové (2,2)-periodické stacionarni feseni sys-

tému (44) ve tvaru

y x y x
u=|...2v9y vy ...,

Yy r oy x

kde u; ; = x pro i+ j sudé a u; ; = y pro ¢+ j liché. Snadno se ukédze, Ze x,y spliuji

rovnice

x=g(z)+e(gly) — g(x))
(45)

y=g(y) +elg(z) —g(y)) .
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Existence takového feSeni je diskutovana v [2].
Zavedeme usporfadanou mnozinu indexu Z = ((0,0), (1,0),(0,1),(1,1)). Nyni

uvazujme prvek w € B(4), w = {wy,}k)ez2, pro ktery plati

U2k, 21
- | W2k+1,2
Wk, = {U(Qk,2l)+f}761 =
U2k 21+1
U2k+1,214+1
unkce f5: — ma néasledujici tvar
Funkce f;: R*® — R* m4 nésledujici tva
1
f {UZk,Zl} )

f
f
f

{U2k+1,21}1)
{Uzk,2l+1}1)

{U2k+1,2l+1}1)

Fol{wri}') = {f Qg it ez =

o~ o~ o~ o~

Funkce f5 generuje miizkovy dynamicky systém Fj : B(4) — B(4). Prvek w* €
B(4), wy, = (z,y,y,2)T pro viechna (k,l) € Z* je prostorové homogenni feSeni
dynamického systému w(n + 1) = Fz(w(n)) na B(4). Stabilitu prostorové homo-
genniho FeSeni w* systému Fj a tedy i stabilitu prostorové (2, 2)-periodického Feseni
u* systému F urc¢ime metodou popsanou v odstavci 6.2. Linearizovany operator A k
zobrazeni F5 v bodé w* odvodime derivovanim funkce fz. ProtoZe w* je prostorove

homogenni Teseni, staci vyjadiit pouze fz({woo}'). Plati

9(uop) + 5(9(uo,—1) — 4g(uop) + g(uo) + g(u-10) + g(u10))
Fo{woo}!) = g(u10) + §(g(u1,—1) — 4g(u10) + g(ur1) + g(uop) + g(uz0))
’ g(uo,1) + 5(g9(uo0) — 4g(uo) + g(uo2) + g(u—1,1) + g(u11))
g(u11) + 5(g9(u10) — 4g(ur1) + g(ur2) + g(uor) + g(uz1))

Sestrojime nejprve matice

4= Owoot’)  _ 0f{wee}) , _ Ofs({woe})

’ Owo o o dw_1 ’ dwo
Ao = M Ap1= M A4 = M
, aUJLO T 8w07_1 I aw—l,—l
I T 8 PR ) 8 AP (A LY )
) awl,—l ’ aw—l,l ) ale
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d d
va-a hE AT
dy dy
S 4, (1-¢) 0 2
AOO - d4 4 ’
: s d, e
1 0 d, (1—¢) 1
d d
0 4y dy < d, (1—¢)
4 4
d
0 0 00 dye
. 0o o0 o
App=| dye , Ao = 4 )
, 0 00 00 0 0
dye
0 —— 00 00 O 0
4
0 BE 4 ¢ 0 0 0 0
4 dy e
A 0O 0 0 O A 1 0 0 O
1,0 = 00 o de |’ 1,0 = 0 0 0 o0
4 dye
0O 0 0 O 0 0 e 0
aA_1=A_11=A;_1= A jsou nulové matice. Operator A lze tedy zapsat ve

tvaru
A= A_L()S(_LO) + AL()S(LO) + A(),()S(O’O) + A07_1S(0’_1) + A0713(0’1).

Podle véty 6.3 spektrum o(.A) je mnozina vSech A, které spliiuji rovnici

dy, (1—¢)— A 0
d( ;)“ 4 zer DT ]
SR (DS 0 A
det 4 d. ett d 4%16 =0
de g ZeC ° 0 dy (1—c)—x =54 %e°
4 Yooge aere e e L
€ ette 15 e'lte
0 Yy Y Y Y dm 1 — -
L T L T (1-¢)

pro néjaké (t,u) € [0,2m) x [0, 27).
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Koreny této rovnice jsou

(1—&)(dy +dy) £ /(1 — £)2(d, — d)? + =2= (/T + cost — /T + cosu)?
2

Ao =

(1—&)(dy +dy) £ /(1 — £)2(d, — dy)? + =2= (VT F cost + /T + cosu)?
5 .

N34 =

Podminka stability |A\| < 1 pro A € o(.A) je ekvivalentni s podminkami

1) [(dy+dy)(1 = &) < 1+ dudy(1 —2€) a |(dy +d,) (1 — )] < 2

pro d,d, > 0
2) |(ds+dy)(1—e)l <1+dody(1—2)*a|(ds+dy)(1—e)| <2
pro dyd, < 0 a (dy — d,)2(1 — )2 > —4d,d,e> (46)

3) 0<d,dy,(1—2¢)<1,
(e + dy)(1 = €)] < 1+ dudy (1 - )% & |(ds + ) (1~ 2)| < 2

pro d,d, <0 a (d, — d,)*(1 — ¢)* < —4d,d,e*

Uvazujme nyni systém (44) pro konkrétni funkci
g(x)=azxz(l—2z), z€R
Rovnice (45) maji nyni tvar
r = av(l—z)+e(ay(l—y)—ax(l—x))

y = ay(l—y)+e(ar(l—z)—ay(l—y))

a plati
dy =a(l—-2x), d,=a(l-2y).

V ¢lanku [2] je diskutovano, pro které parametry a, € existuje FeSeni rovnic (47).

Pro parametry
4e — 1 1
> — > =
2e—1" 77

existuje FeSeni rovnic (47) takové, Ze = # y. Tedy existuje prostorové (2,2)-periodické

a

stacionarni feseni u* naseho miizkového dynamického systému. Zvolime-li parame-

try a = 1/2 a ¢ = 9/10 dostaneme periodické FeSeni, pro které

1 1 2 5 /5 5 /5
x:1—5(10+\/ﬁ), y:6(4+2\/g), dy=—> ==, dy=—>+44/=

4 2’ 4 2
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Obrazek 8:
Pro tyto hodnoty jsou splnény podminky 3) v nerovnicich (46) a prostorové (2,2)-

periodické stacionarni feSeni u* je stabilni. Spektrum operatoru A, lezici v jednot-

kovém kruhu, je zobrazeno na obrazku 8.
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8 Zavér

V praci jsou uvedeny a dokazany véty, které urcuji spektrum specialniho linedrniho

operatoru A : B(d) — B(d), kde

Diky znalosti spektra tohoto operatoru, jsme schopni urcit exponencialni stabilitu
prostorové homogenniho stacionarniho feSeni m—dimenziondlniho miizkového dy-
namického systému

(F", B(d))nez+

definovaného zobrazenim F : B(d) — B(d)
u(n+1) = F(u(n)),

pro u(n) € B(d), kde
(Fu); = f({u7}*).

Déle je v praci uveden postup, jak lze téchto vysledku vyuzit k uréeni exponencialni
stability prostorové p—periodického stacionarniho reseni naseho m—dimenzionalniho
miizkového dynamického systému.

Dosazené vysledky jsou aplikovany na nékolik prikladia. Napiiklad je urcena ex-
ponencialni stabilita prostorové periodického stacionarniho feseni (. . ., a, 2a, a, 2a, . . .)
miizkového dynamického systému daného vztahem

w(n+ 1) = gl (0) + S (9(uy1(n)) = 29(u;(n)) + gluz1(n))

pu  for u € (0, ut)

a forue (u 1)
Déle je urcena exponencialni stabilita prostorové homogenniho feseni miizkového

kde g(u) = pro parametry u =2, =1, a i <a< %

dynamického systému s dvojrozmérnou miizkou
uii(n+1) = wiz(n)+ag(ui(n))+r(ui (n)—du(n)+tuij(n)+u 1 (n)+u j11(n)),

kde (i,7) € 7>, n € Z,, a > 0, k > 0 a g(u) = u(u — a)(1 — u). Tento sys-
tém vznikne diskretizaci dvoudimenzionalni nelinearni difuzni Huxleyovy rovnice

pouzitim diferen¢éni ndhrady z péti uzlovych bodu.
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Nakonec je uveden priklad mrizkového dynamického systému s dvojrozmérnou
mfiizkou

uj(n+1) = g(ui;(n)) + %(g(ui,j,l(n)) —4g(u;j(n)) + g(uij+1(n)) +

+9(ui-1,;(n)) + g(uis1,;(n))) ,

kde g(z) = ax(1—xz) pro x € R. V préci je urCena exponencialni stabilita prostorové
(2,2)—periodického stacionarniho feSeni tohoto miizkového dynamického systému
pro konkrétni parametry a = 1/2 a ¢ = 9/10.

V budoucnu bychom se chtéli zamérit na urcovani stability vlnovych feseni v

miizkovych dynamickych systémech.
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Summary of PhD Thesis

Stability of Different Types of Solutions in Coupled Map
Lattices

Miroslava Dubcova

In the thesis problems of Lattice dynamical systems (specially Coupled map
lattices) are studied. Coupled map lattices (CML) are models for a wide class of
time-space physical problems. One of the most important problems in the theory of
CML is the stability problem of a steady state solution. That leads to the determi-
nation of the spectrum of the corresponding linearized operator. This problem was
solved in case of 1-dimensional lattice in [2] and for multidimensional lattice in [4].
The basic method, used in both of these papers, is the method of finite dimensio-
nal approximations of the linearized operator. In this thesis we proposed another
method for the determination of the spectrum of the linearized operator in case of
1-dimensional lattice. This method works well for spatially homogeneous and spa-
tially periodic steady state solutions. Our approach is based on the representation
of the corresponding linear operator as a combination of shifts on the lattice. The
thesis deals with the one-dimensional and the multidimensional lattice case. The
basic tool for the determination of the spectrum is Theorem of the image of the
spectrum in the case of the one-dimensional lattice and the Gelfand transform of
some appropriate Banach algebra in the case of the multidimensional lattice.

In this thesis theorems are introduced and proved, which determine the spectrum

of a special linear operator A : B(d) — B(d)
(Au); = Z AE“}‘-}-E’
|K|<s
where

|B(d) = {’u, = {uf}felm’ uy S [Rd; HuH < OO}

On the set B(d) we consider the norm:

lull = [lulle = sup |ug|.
jezm
Thanks to the knowledge of the spectrum of this operator, we are able deter-
mine the exponential stability of spatially homogeneous steady-state solutions in

m-~dimensional lattice dynamical system
(Fn7 [B(d))nel-f- )
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defined by the mapping F : B(d) — B(d)
u(n+1) = F(u(n))
for u(n) € B(d). Here
(Fu); = f({uz}*), forj ez,

where {u7}* = {u, Ik — 7 < s}, |k| = max {|ki,...,|km|}) , s > 1is an integer,
and f : RUZsHD™ _ R? is a class C' differentiable mapping.

In this thesis a method of application of this results to determine the expo-
nential stability of spatially p-periodic steady-state solution m-dimensional lattice
dynamical system (F", B(d))nez+ is given.

Achieved results are applied to several examples.

e For example we determine the stability of spatially periodic steady-state so-

lution (..., a,2a,a,2a,...) of lattice dynamical system
€
uj(n+1) = g(u;(n) + 5 (9(wj-1(n)) = 29(w;(n)) + g(ujsa(n)))

fi € (0, pt
p for w € (0,p77) for parameters © = 2, = 1, and

where g(u) = {

a forue (1

1
<a<§.

1
1
e The stability of spatially homogeneous steady-state solution of lattice dina-

mical system (with two-dimensional lattice)
wig(n +1) = ug(n) + aguy(n))+

+h(Uir,5(n) — dug;(n) + wic;(n) + uij-1(n) + uij4a(n)),

where (i,7) € 2>, n € Z,, @ > 0, kK > 0, g(u) = u(u — a)(l — u) was gi-
ven too. This system arises by discretization of the two-dimensional nonlinear
Huxley diffusion equation. This system has (among other steady-state solu-
tions) spatially homogeneous steady-state solutions u* = {0} j)ez2, u* =

{1} jyezz, u* = {a}( jyezz. We determine the stability of these solutions.

e Finally was mentioned the example of lattice dynamical system with two-

dimensional lattices

uj(n+1) = g(ui;(n)) + %(Q(Uz‘,j—l(n)) —4g(u;j(n)) + g(uij41(n)) +

+9(ui-1,5(n)) + g(uiy1;(n))) ,
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where g(z) = ax(l — x) for z € R.
For this system (with parameters a = 1/2 and ¢ = 9/10) was determined the
stability of the spatially (2,2)—periodic steady-state solution.

Our further research in this field will focus on the stability of more complex solutions

of CML, in particular of traveling wave solutions.
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